Notre pointdevue

Ce chapitre introduit un nouveau type de raisonnement, le raisonnement par récurrence. L’activité 1 permet une
premiére approche de Phérédité d’une propriété. L'autre notion importante de ce chapitre est la notion de limite.
L'activité 2 permet de mettre en place les définitions des limites. Certaines formes indéterminées sont découvertes
dans l'activité 3 et lactivité 4 permet de visualiser le théordme des gendarmes. Enfin Iactivité 5 permet i I'aide d’un

exemple plus concret de découvrir le théoréme de convergence des suites monotones.

Nous avons pris le parti de démontrer le plus grand nombre de propriétés et théorémes mais nous avons précisé les
preuves exigibles par le programme et celles non exigibles.
L’approximation de réels (1, nombre d’or, des racines carrées et e) est étudiée dans Fapprofondissement de

Paccompagnement personnalisé et dans le TP1.

Des algorithmes sont dispersés dans les exercices et les TP.
Nous nous sornmes efforcés de rester au plus prés des exigences du programme.

‘Les notions abordées dans le chapitr
1. Raisonnement par récurrence

2. Limite finie ou infinie d'une suite

3. Théorémes généraux sur les limites
4. D’autres théorémes

5, Suites majorées, minorées et bornées

Avenl de commencer

Le QCM et les exercices proposés dans cette page permettent de faire le point sur la notion de suite étudiée en Premiére 5.
Voir livre page 420 et le site www.bordas-indice.fr pour les corrections détaillées.

1 Une forét de pins

Cette activité permet une premiére approche de la notion
d'hérédité d'une propriété.

1.a.0n a la formule de récurrence v, .y =1+ %v,,.

Dotiv, =10, v, =6etvy=4.

b.v,=3doncv, > 2.vs=25etvg=225doncv; > 2.

2.a.5iv, > 2alors %—vp:- let +~%vp> 250itv,, > 2

b.ovi>22wn>2=3n>2=... 2V > 2
Activité. 2 :Comportement d'une suite

pour n grand
Cette activité permet de découvrir les différents comportements
des suites lorsque n tend vers + = et de mettre en place les
définitions des limites.
Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium:
01_TS_activite2.ods {OpenOffice),
01_TS, activite2.xls (Exce] 2003)
et 01_TS_activite2.xIsx {Excel 2007).
1. On constate que les suites de termes généraux n, n2et (1,01)"
semblent tendre vers +o et |es suites de termes generaux 1 et
Tr semblent tendre vers 0.
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®) Aclivités

2.a.u, > 10600 ¢ n> 10410, Dong ng=32.

b.u, > 102 =n > 108 Donc ny = 1 000 001,

€. u, > A &n > JA. Donc u, > A& partir du premier entier
naturel n; supérieur strictement a VA.

Dol Fintervalle 1A ; + [ contient tous les termes de la suite
a partir de n.

3.a,v,<0,1¢n>10.Doncnyg=11,

b.v, < 10-2en> 102 Doncn, =102+ 1,

SR <y, <102 o0 <y, < 1072 carv, > 0.

Donc pour tout = my, -10712 < v, < 10712,

A<, <A<y, <ASn> %.

Soit 1, le plus petit entier strictement supérieur 3 1.

A
Alors pour tout n 2 ny, ~A < v, < A, autrement dit I'intervalle

]-A; Al contient tous les termes de la suite & partir du rang ;.

3 Limites « piégeuses »

Cette activité permet de découvrir 'existence des formes
indéterminées ; icila forme indéterminde « 0 X n,
Toa lim y,=tet Esm v,=0.

N=a+%

b. u,v,=n, dol llm Uy Vi =+
A=+

2.a. lim w,=0et lim , =+
=+ N—+%

b. w,,r,,-— d'ob lim w,t,=0.
N=r+x
3. On trouve dans un cas +¢ et dans Fautre cas 0: on ne peut

donc pas énoncer un résultat général.

4 les gendarmes et le voleur

Cette activité permet de découvrir et de visualiser le théoréme des
gendarmes.

Fichiers associés sur www, bordas-indice.fr et sur le manue!
numérique premiunm : ‘
01_T5_activite4.ods (OpenOffice),

01_TS_activited.xls (Excel 2003)

et 01_T5_activited.xIsx (Excel 2007).

1. On multiplie 'encadrement -1 < cosn =< 1 par L

2. E:m U,=0et lim w,=0.
it R—+%

3. On peut conjecturer que la limite de la suite {v,) est aussi 0,

€3 Exercices
POUR DEMARRER

W Supposons qu'il existe un entier p tel que {xy)P = xP X yP.
Alors ()P = (xy)P x (xy) = xP X yPX X X ¥ s0it :
(xy)p+1 =xp+1 xyp+ 1'
@ Supposons qu'il existe un entier p tel que t, =0.
Alors 2u, 2 0 soit 3+ 2u, = 3 etainsiu, . ; =0,
ER Initialisation: 0(0 + 1) =0=v,.
Hérédite : supposons qu'if existe un entier p tel que :
=plp+1)
Alors v, 1 =plp+1}+2p+2=p2 +3p+ 1 soit:
Vot =(p+1Hp+2)

Gid Intialisation:3-20+1= 1=y,
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que:

Up=3-2P%1,
Alorsu, 1 =23-2P+1)-3=3-2p+2,

EE initialisation : 1(12-1- L) =1,
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que :
)
T k= .rr(p2 +1
Alors k=0
Pl

Zk Ek+p+1et Zk——P(‘2+1)+p+1=———-——-—-(p+1)2(p+2)-

: Imtnahsatlon Up=-2 =6,
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que u, < 6,

Alors %up =3etu,, =6

Vair livre page 420.

2| A partir du rang 20.

EE 1. Apartir du rang 6.

2, A partir du rang 71.

il Voir livre page 420.

1. A partir du rang 10 001.
2. A partir du rang 100 001.
EER 1. A partir du rang 202.

2. A partir du rang 2 002.

S.EVUEuEinn du nombre
d'adherents d'un club de sport

A partir d'un exemple concret cette activité permet de découvrir fe
théoréme de convergence des suites monotones.

1. Le nombre d’adhérents (n + 1) années aprés la création
s'obtient en multipliant a, par%et en rajoutant 1,2 centaines
de nouveaux adhérents.
2. Initialisation:gp=3 et 3 < 4,8.
Hérédité : on suppose qu'il existe p tel que a, < 4,8.
a,<48=0750,<3,6=ay,, <48
3.a,,-a,=~0,25a,+1,2

=-0,25(a, - 4,8).
Ora, <48,
Donca,, —-a,>0.
4, On peut conjecturer que |a suite converge vers 4,8,

B 1.+ 2040 342 4430 S.-» 64w
EEE 1.4 2.0 3.0 5-3
4
Bl 140 2,-% 3.4 4-x
EE .o 2.3 3.0 4.2
EEZ voir livee page 420.
sk lim u,=+< par comparaison.

n—4+x

lim u,=0d'aprés le théoréme des gendarmes.
n—+%

lim u, = - par comparaison.
n—+=

1.cosn=-1doncu,=n?-1.

2, lim u,=+c par comparaison.
fred 2

EE8 1.7 =<1 doncu, s -n+1.
2. Iim u,, = - par camparaison.

W
EE a_l ( L) <l donc (u,) converge vers Q.

n
_1 sinn 1
b, n—zs 2 5—2 donc {t,) converge vers 0.

T8 1.0n multiplie par -20 puis on ajoute n.
2. lim u, =492 par comparaison.
n-3te

Fl 1.0 2.4 3. Diverge sans limite.

Bl a.0 b.0 <. Diverge sans limite.

Bl 2.0 b.+» c-= d.Divergesanslimite. e.+%
EEE voirlivre page 420.

EH ay, = (‘%)n + (%)n donc nljmzunz 0.

b. u,= (%)n - (%)n done i'Il_i,rﬂ: Uy =—

1-

1 (2)n+1
—aw—31 _ _efif2y!
B 1.5,=-2x—3 5(1 (3) .
3
2. (5,) converge vers —6.

1- ( ;)nﬂ n+l
EiB 1.5,= 3x— 3/ — =%(1—(—%) )

1
3
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2. (5.} converge vers %

B 1u-1= % > 0 donc {u,) est minorée par 1.

2. Uypgee = 1.0001 < 1,001,

Benc {u,) n'est pas minorée par 1,0001.

EEE voir livee page 420.

EI® 1.b.u, - 1 =n2+4n>0donc 1 peut étre un minorant
de (u,).

c. Oui car les 10 premiers termes sont supérieurs a -3.
2.u,+3=n?+dntd4=(n+2P>0

3. La suite {v,)) est minorée par -3.

ELR 1. (u,) semble étre majorée par 2.

2.u,-2= n‘—s <0doncu,<2.

+2
3. {u,) est majorée par 2. .
— U, = e 2> t croissante.
ER 1.0, -u, Bne2)Er s Odonc{u,) es
2. lim u,=3.
n-»4%

3, (1) étant croissante et de limite 3, on en déduit que la suite
est majorée par 3. De plus elle est minorée par son premier
terme tg=1.Donc ¥ sy, <3.

1 .
=———— > 0 done (u,) est croissante.
e 0 done (u,)

3.0=u, <1.
Eff 1.2y, <4 2.-3=suy,<-.

3.-4=u,<4

ETH voir livre page 420.
EIE 2. initialisation :up=2< 9.
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que v, < 9.

Alors %up =6etainsivg, 9.

3.8. Upy —un=%(9—un)20.

b. (u,) est croissante,

4. {u,) est croissante et majorée, donc elle est convergente.
EEZ 2. Initialisation :ug=-12= 4.

Hérédité : supposons gu'il existe un entier p tel que b, > -4.

Alors %up = ~2etainsivy, = -4
kI 7 S —u,,:—%(u,,+4) =0.

b. (1) est décroissante.

4. (u,) est décroissante et minorée, donc elle est convergente.

POUR S'ENTRAINER

EEE Initialisation: 5———1 =0=tq.
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que = p_'?ﬁ
Al plp+2)+1
Ors fpy1= p+1 (p+‘l)(p+2) “lo+0p+2)
. __{ptW _ ps1
ot T o Np+D) P2

EER 2. a. On peut conjecturer que u, = n
b. Initialisation: 12=1=

Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que v, = p?,

Alorst,, 1 =p?+2p+1,50itUp, g = {p+ )%
EE 2.0n peut conjecturer que u, = 2,

8

3, Initialisation : 2 = u,.
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que y, = 2.

Alorsuy . = %)(2+l soitUp, =2

2
EEH 1. 1nitialisation 1 vy —ug=5-8=-3=0,
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que:
Uppr—Up =0

Alors ttpey— Upsq -(l KUy +3) (4 XUy +3)
Ups2—Up1 = K(Upn -t 0.

2. (1) est donc décroissante,

:},—donc0< ug < 2.

] Initialisation : Uy =
Hérédité : supposons qu'il existe un entierptel quel <u, <2
Alors en muitipliant par% et ajoutant —2-, on obtient :

0<uy <2

(xzx ) Sur [2 ; 4], f est donc strictement

5 1.a. 1) =
croissante et f{[2; 4]) = [2 H 5].
b. Ainsi, pourtoutxde [2;4], 2 =< f(x) < %

2. Initialisation s ug=3donc 2 < uy = 4.

Hérédité : supposons qu'il existe un entierptelque 2< v, < 4.
Alors 2 = flu,) =4 daprés 1. b,

Soit2=u,, =4

T8 Initialisation :uy =5 etuy=2doncy, = uy

Hérédité : supposons qu'il existe un entier ptel que u, .y = Uy,
Alors 2ug .+ 12 2up+ 1.

D'oll, en passant a la racine, Upya Z Ugyq

ELR 1.a.b.f (0= (—;1-;;

surfl;+=letf(1)=1doncfix) = 1.
2. Initialisation : ug =3 donc ug = 1.
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que u, = 1.
Alors flug) = 1 d'aprés 1. b, soitty 1 = 1.
5

3. Initialisation : uy = 3 et ug =3 donc up == Uy,

Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que U, 3 U, 4 5.

Alors f(u,) = f(u, . 1) puisque f est croissante sOit Uy . & Up .o

Donc {u,} est décroissante.

10+DR2+1
&

> donc fest strictement croissante

EMH initiatisation : =1=12
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que:

Z 2_ p(p+1)(2p+1)

ptl P
Alors Y g2 =Y g2 +(p+1)

=i g=1
_plp+N{2p+7) 2
= 5 +(p+1)2
Ax Nip+2}{2p+3
Ainsi Eq2={p+ )(p+6 H2p+3),
g=1
2 2
EZH initialisation:: L«(-Egl =1=13%

Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que:
$yoe Zip+ 1’ )
k=t

pl g 2 2
Alors T k3= 3 k3 +(p+1)° =P—U:-tl)—w+{p+1)3.

k=1 . k=l
Ainsi E‘j[ﬁ = M
4
k=1

EEB FAUX : une fonction croissante peut générer une suite

décroissante, uy = 16? et uy =3, ainsi up = uy.

L1 1.0n peut conjecturer que (v} converge vers 2.
2.5itI=12-a;2+alaveca>0:

2—a<v,,<2+amn>a—12-

EEH 1. A partir du rang 10.
2.500t1=]3~a;3+alaveca>0:
1
—~a<y, <3+ e
I-a<yv,<3+aen e

28 1. v, > 1000 a partir du rang 502.
t, > 108 & partir du rang 500 002.
2.u,>A&n> A‘2"3

T.u, > 10°a partirdurang 10" + 1.
2o, > Aen> AL
ELR 1.u, < 1000 & partir du rang 201.

.U, <Aen> 2-4 A

. 1. Fichier associé sur www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium ;
01_TS_exercice60.alg (AlgoBox}.
L'algorithme sert & déterminer a partir de quel rang 37 dépasse
un réel M donné.
2. AvecM=20:n=3,avecM=100:n=5avecM=10%:n=13.
3. Conjecture: lim 37 =2z,

n-3+=

£E 1.

Salsirr ...
on, prand la valeur 0
Cu prend la valeur 10
. Tantqueu> 3frouu<i- r
-n' prsnd la vateur n+1 ;

B uprend la valeurM ;

FInTIntque R '1
Afﬂchern :

2, Fichier associé sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium : 01_TS_ exercice61,alg (AlgoBox).
Pourr 01:n=19;pourr=10-5:n=2x108,

£X2 A partir d'un certain rang, tous les termes seront dans un
intervalle de centre 1 et de rayon 0,5.

EER voir livre page 420.

5] FAUX, par exemple u, = n + (~1).

LA raux:elle peut ne pas avair de limite, par exemple ;

Up=[=1)
VRAI d'aprés la définition de la convergence d'une suite.
T 2.0 3.+ 4,4

I8 1.u,=2 +n,donc lim u, =4+,
n n-rex
2,u,=2n(n-2), donc lim u,=+cx,
A% 2
m 1, - p Y 3.0 4__:5 5. 4o P
Eﬁ Voir livre page 420,

g2 l.u,=n-1,donc lim u,=+,
n=r+%

— +1 .
2.0 <y < 231 done lim u,= 0.
n? i n’ ez

Fil R
3.u,= 5, done lim w,=+ee.
3 neyex

A up=-n?+1dong lim u,=~-co,
n—=+x

EER voir livre page 420.

73 P 2.4 34w 4, Diverge sans limite.,
HLE 1.-c 2.0 3. += 4,2 5.4® 6. 4+%
EF3 a.-0,5" = u, < 0,57 donc lim u,=0.

Ny

b. u, = 3"- 1, donc lim u,=+e.
n—+x=
1

G = uns%,donc Iim u,=0.
n—rs%E

EX3 Fichier associé sur www.bordas-indice.fr et surle manuel
numérigue premium : 01_TS_exercice?7.alg (AlgoBox).
1. a. Le nombre de personnes touchées par la rumeur dans
l'intervalle {n ; n + 1] est proportionnet a u, donc il existe un
réet a tel que le nombre de personnes touchées par la rumeur
dans l'intervalle [n; n + 1] soit égal a au,.
D'otiu, 1 = Uy + au, = (1 + ahi,.
b. {u,)) est une suite géométrique de raison 1 + a.
C. Ug=100 et uy = 350, d’ol1 1 +a= 3,5 soita=2,5.
d.u,=uyx (T +a)"=100x 3,5"
2.a. (u,) estcroissante et lim u, =+
n—+=
b. u, = 10000 a partir de n = 4 heures.
u, = 16 000 a partir de n =5 heures.
U, = 20000 a partir de n =5 heures.
L2 1.NON:u,=netv,=-n
2.NON i, ={-1)" =v,.
3.NON:u, = ’) etv, = {-1)".

4 ,VRAl:par I’ absurde, si {w,,) converge alors {w, — u,,) soit (v}
converge,
EEd 1.FAUX:u, =-n
2,VRAI: theéoréme de comparaisons.
LA 1FAUX: lim u,=+e,
LE 2=
2. VRAI: théoréme des gendarmes.
3.FAUX : quand la raison est égale a 0.
ESH u,-2=(-122=0doncu, = 2.
82| V,-5= n"—_f]s_odoncv,,gs.
EZH Par récurrence, initialisation : wy=4donc-3 =< uy; <4,
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que :
-3=u, =4

»

#
Alors~1 = % (TS % etainsi-3=u,,, = -% soit-3=u,,, <4

EXH voir livre page 420.

55 1.NON:u, ={-1)"etv,=1.
2.NON : méme contre-exemple qu'au 1.
3.0Ulcarv, = Mdoncu, =M.

4. OUl car v, < v donc i, <= v,

1.v,,—u,,=%20.doncvn2un.

1

2.ty U= 5 =0, donc {u,} est croissante.
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- =1
a(n + 17
4. Uy <u,,$v,,<v, avecuy=letvy =2

3V —Vn = 0, donc (v,) est décroissante.

|57} S [ FT Ep
e AR Ty AR TE I £

I B ___1 =3

1x2 2x3 3x 4

_,,J_
2oty - R CESIS) = 0, donc (u,) est croissante
n n 1 n

=Y =Zl_zw}_=1__=_

k=,k(k+1) =1k k=1k+1 n+l n+l
Doncu, < 1.

FAUX: u, = (—1)" est bornée mais diverge.

EXR vRAI: une suite croissante convergente est majorée par
sa limite.

I3 FAUX:u, = (-2

B8 1.Par ;écurrence iUy =6,

2ol — (6 u,) = 0, donc (u,) est croissante,

3, (u,) étant cronssante et majorée, elle converge.
EFE 1. a. La fonction f étant croissante sur -2 ; 61
f'ix) = >0), six < 3 alors flx) < f(3) solt:
9
oy < 3
b. Par récurrence, on montre que u, < 3.
¢. Grace au sens de variation de f, on démontre par récurrence
que tipq F Up.
d. (u,) étant croissante et majorée, elle est convergente.
i1 6-u, 1
Upp1 ™3 Up—3 3u,, -9y, -3
_3~uy _ 1
Vns1=Vn= 3,9~ 73
Donc (v,) est une suite arithmétique de raison —-%-

9
{6~ x¥

2.8 Ve —Va=

__1_1 6n-3,
b.v,= 3 3netu,, Sn 41
c. lim u,=3.

napto
EL® 1.0n a80% de réabonnement {0,8a,) augmenté de 4 000
abonnés (+4 000), donc @, = 0,8a, + 4 000.
2. Par récurrence, on montre que d, = 20 000.

3.dp41 4y =%(20 000 - a,) = 0 donc (a,,) est croissante.

4, a.u,,1=0,8u,donc(u,) estune suite géométriquederaison 0,8
avec up =13 000.

b, u, =13 000 X 0,8" et a, = 20 000 - 13 000 x 0,8".

¢. lim a,=20000.Le nombre d'abonnés tend vers 20 000.

n-y+E
5.a. Fichier associé sur www.bordas-indice.fr et surle manue{

numérique premium : 01_TS_exerciced4.alg (AlgoBox).
W VARIABLES
t n EST_Di,TYPE HOMERE
2 EST_DU_TYPE NOMERE
'w DEBUT_ALGORITHME
':. PREND_LA VALEUR 7000

n PREND_LA VALEURD
W TARHT_GUE (a<=16000) FAIRE
CEBUT_TAMT QUE
n FREND LA VALEUR nel
a PREND LA VAEEUR 084 +400G
FIN_TANT_QUE
AFFICHER n

b.a,>16000a partlrden=6.

10

EXIZ 1.FAUX: une suite croissante non majorée diverge.

2. FAUX : une suite décroissante minorée vers 0 converge vers

unréel L =0. 1

3. VRAI: par exemple up, = FE

T3 Initialisation : uy = 26 et 24 = 16 donc u, = 2%

Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que u, = 2P,

Alorsu, 2= 2% > 2P+ 1(car 2p > p + 1),

Dol iy =up2 +1> U2 > 2241

Vog1 = lnyy = 1 = =20, + 2= -2v,. Donc (v,) est une suite

géométricque de raison -2.

On en déduitque v, =4 x (-2)" et ti, = 1 + 4% (=2)".

La suite (u,) diverge sans limite.

CLE Parrécurrence, on montre que 0 < u, =
Upy1 = Uy

(1} étant craissante et majorée, elle est convergente.

3 puis que:

POUR FAIRE LE POINT

Voir livre page 420 et le site www.bordas-indice.fr pour les
corrigés détaillés.

ACCOMPAGNEMENT PERSONNALISE

8 initialisation: 2% 50+ 1 =3 =uq.

Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que:
uy=2%X5°+1.

Alors 5u,=2x5P*! + 5 etainsiiy, =2x5PF1 41,

B Initialisation 1y =0et 0 < 4.

Hérédité : supposons qu‘il existe un entier p tel que u, = 4.

Alors 3up+4=<16etainsiv, . =4

@ a,~w b, += c.0 d.+w

P Approximation d’un nombre & I'aide d'une suite

3 Avec deux racines : J1 + 1 =2 = 1,414,

Avec trois racines :J] +Ji 4 = J1 42 = 1,553,

» Aprés ['élévation au carré (avec la condition x > 0), I'éguation
x=JT+x devient x2 - x— 1 =0 et sa solution positive est:

_1+45,
&= 2

¥ Initialisation: ug =2 etu; = ¥3.Onablen d=<u; Sy <2,
Hérédité : supposons qu'it existe un entier p tel que:
D= Uy, Sy =2,
Alors en passant a la fonction x— Jx+1 (croissante), on obtient
DS Slps € =V3=2

La suite (u,) étant décroissante et minorée, elle est convergente,

= 1+u, —P2
)Un+1-q)—\“ + Uy b= m

=

TTE, 4D
car T+, +® =y, +G=20et 20 =1+45 =3.

n
) Par récurrence, onmontre que 0 < iy, - P = (%) .

Tun-@)

) D'aprés le théoréme des gendarmes, lim u,~®=0donc:
n—r+

lim u,=d,
n—+%

> & =1,618033985.

B 1.100=
x |0 Ja E
f'{x) - 0 +

ey Xt
2. f(x}-x 55

X 0 Ja +x:

flx)-x + 0 _

3. Initialisation : u; = f(ug) et uy > Va.
Bonc flug) - ty << 0 d'oli uy < g,
De plus f(ug) > fiva) {f est croissante sur [Va ; +=[}, donc:
th > a.
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que :
Ja <upyy <u,
Alors F¥G) < (U 1) < Flup) SOt V& < Uy 5 < Uy
La suite {u,)) étant décroissante et minorée, elle est convergente,
soit L sa limite.
Lvérifie Fll) =L d’'ol L =a.
§, Avec Uy = 2, 43 = 1,732050807565.
Avecuy,=3,4¥5 =2, 2360679775.

115 KB u,
R+l ™ n {n )
1 1.1 1

k-1 &k KRk
En faisant varier k de 2 4 n et par addition:u,-1<1-1=<1
doliu,=<2. n

3. Lasuite (u,) étant croissante et majorée, elle est convergente,
&.u,=3,1415917429,

—— >0, donc (u,) est croissante.

>0

TRAVAUX PRATIQUES

-1 Suites imbriquees

L'abjectif de ce TP est de découvrir deux suites qui convergent vers
le méme réel.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium;

01_T5_TP1i.alg {AlgoBox), 01_TS_TP1.0ds (OpenOffice),
01_T5_TP1.xls (Excel 2003}

et 01_TS_TP1.xlsx (Excel 2007}.

A. Etude d'un algorithme et programmation
TPourN=1,P=1:powrN=2P=1x2=2;pourN=3,

L P=1x2x3=6

PoM=1x2x3x... xN.

B. 1. On entre en B2 la formule |=1/FACT(0)+1/FACT(A2) l
On entre en €2 la formule [=B2+1/{A2*FACT{A2)) |.

-:On entre en D2 la formule|[=C2-B2),

On entre en B3 Ia formule|=B2+1/FACT{A3)].

OnentreenC3la formule[=B3+'EI(A3*FACT[A3)] ] .

On entre en D3 la formule|=C3-B3].
Cn recopm vers le bas jusqu‘a fa ligne 21.
Ionnes A B,CetD;puisdansie

B. Etude de trols suites a I’alde d’un tableur
3.0n peut conjecturer que :

a. {u,) est croissante et {v,) est décroissante ;
b. (u,} et (v,,} convergent vers la méme limite ;
c. (e,) converge vers 0.

C. Etude mathématique

Totlg=Vy=— <0.

nxnl
2.{n+1={n+1)xnl,

3.lpy1—Up= -(n_-:ﬁ)_' > 0 donc {u,,) est croissante.

—n?
Vas1=¥n= (n-:1)! + (n+1)}n+1)! e = {n21)(:11:11)1 <0
Donc {v,) est décroissante.

dabu<sy<sv,<vy.

5. On applique le théoréme de convergence des suites
monotones.

6.a.n=1doncnxnl=n,

b. Par passage a l'inverse,

Pl
nxnt n
lim e,=0.
n—y+x

7.5il'on pose lim u,=Let lim v,=L"alors:
Neyd > fed %

lim v,—u,=L'-L=0doncl=L"
n—=3+x

271828182 < L < 271858483,
TP 2 Methode des isoperimetres

Dans ce TP, les éléves vont découvrir une méthode historique
permettant de déterminer une valeur approchée de w a I'aide
d'une suite de polygones,

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérigque premium : 01_T5_TP2A.qgb (GeoGebra) et
01_T5_TP2C.alg (AlgoBox).

Correctif: Dans l'algorithme de Ia partie C, il faut lire & lg derniére

dob0=se,< % dong:

ligne « Afficher -:-, %, n » et non pas « Afficher %, %, ns,

A. Tracé des polygones et des cercles

1. Al'aide de la commande :Notiveal paint: {outit -Points), placer
eugu_i;uqacer un segment de longueur 0,5 avec la commande
“segment crée par Un point et Uneforigligiir! (outil Ligres).
Renommer By la deuxiéme extrémité du segment. Construire
le carré AgB,CoDy en utilisant la commande 'Polygone régulier:
{outil ;Palygores ), penser a renommer les pomts Placer O ie
centre du carre ADBQCDDO, avec la commande :Mili
{commande: 5',). Tracer ensunte le cercle circonscrit avec Ia
commande :€ ‘point)’ (outil Gérdies),

2. a. PEacer ie m|||eu Ma de [AUBD] avec la commande

[OM;,) avec la commande
{outil Eignes).

Placerie pomt loavec la commande Intersection;entre delix objets:
{outil Pointsi
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2, FAUX: (1) n'a pas de limite,

12

n+1
b.T,= 335(1-(%) ]+%(n+1)(n-7).

B8 1. mitialisation: vy =0 < 3.

Hérédité ; supposons qu'il existe un entier p tel que u, < 3,
Alorsu,+6=9et yu, +6 =3 cequisécritu,,, < 3.

2, On démeontre par récurrence que U, ;1 & U,

La suite (u,) étant croissante et najorée, elle est convergente.
17| % T %donc {u,) converge vers 0 d'aprés le théaréme
des gendarmes.

La suite (v,) diverge sans limite.

-4 4 PR P
s w, =< donc {w,,} converge vers (0 d'aprés le théoréme
T W= (w,) g p

des gendarmas.
m l.uy=-6;u;=-3.

itialisation : 2Z{~1Y .15 _27 15 _,_
2. Initialisation : 4( 3) 2=2 72 3 =up

Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que :
—27{ 1y _15
Y=" ( )

3 4
14 2+1
R
3. lim (...l)"=0,donc lim u,.=-1‘-3§-
A+ A=+

D'ol {u,) converge.

K Sion note u, le nombre de poignées de mains serrées

par la n-iéme personne, alors u, ., = U, + n{carla{n + 1)-ieme

personne échangera n poignées de mains supplémentaires),

nn—1
I

B 1. &n rajoutant un sommet A, 4, on ajoute {n ~ 1)

diagonales.

2. 5i on note d, le nombre de diagonales, on obtient

dy1=dy+{n-1)
A partir de |3, on démontre par récurrence d, =

A partir de I3, on démontre par récurrence que U, =

nin-3)
—

3. De chaque sommet partent (n - 3) diagonales (il faut éliminer
le sommet ainsi que les deux sommets adjacents).llyan
sommets mais il faut diviser le produit n{n - 3) par 2 car chaque
diagonale est comptée deux fois,

IEEE Correctif:xestun réelnon nulet nest un entier nature! non nul.
1. Hérédité : supposons qu'il existe iml entier k tef que:

xkul=(x-1) 3 %"

Fo £=0
P

)k Tmxeb- N ax-T=x(x=1) 3 xP+x=1,
p=0

#o
=(x-1)3 xP+1hx-1
p=0

P K
-1 2 xP +x-1=(x-1) 2, xP.

p=1 p=0
2, On abtient directement le résultat avec la formule :
—an+d
1T4+q+¢*+...+q"= ! :q {g=1).

F5 1.0ul: par récurrence.
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2. QU : par récurrence, si u, = 1 alors fluy) = (1) avec
fix) =¥3x = 2 (feroissante sur]l; + ool D'otiu,, = 1.

3. NON.

4. 0Ul: car (u,,} &tant croissante et majorée par 2, elle converge
ot sa limite L vérifie L= f{L) soit L = 2.

5. OUl: car (u,) étant décroissante et minorée, elle converge et
sa limite L vérifie L = f{L) soitL = 2.

—agh+l
1231 un=q"et5n=11fq

1. VRAI: on raisonne par 'absurde, sig = 1 alorsu, < 1.

sig=1.

2.VRAIl:si g < 1 alors (u,) converge vers O donc u, < % pour
n suffisamment grand.
3. VRAl:sig>Talors lim u,=+ce.

n—r+x

De plus S, = u, donc par comparaison, lim S, =+,
N+

4, VRAI : si (5,) converge, ¢'est nécessairement que 0 <g < 1.

i P scdui A cdeoitg= L.
Alors n'LTmS" = 1_q.On en déduit que 23 2s0itg 3

5. FAUX:sig=2alorsS5,=1+2+22+23 +24=31.

R fi=1-22

x |- -1 0 1 +o
'{x}

1. D'aprés les variations de £, six € [0; 1) alors fix) € [0; 1]
Initialisation ; ug =1 doncug € {0; 1].

Hérédité : supposons qu'il existe un entier ptel queu, € [0; 11
Alors flug) & [0; ] soitu, ., €10; 1)

2lpa—lUy= —%(u,,P =< 0 donc (u,) est une suite décroissante.

wpol ©

3. La suite (u,) étant décroissante et minorée, elle est
convergente. Sa limite L vérifieL=1L —% Ldolul=0.

125 RRAOE
X 4 3 -
frix) - 0 +

2, Initialisation : ug =4 donc uy 3= 3.
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que v, = 3,
Alors f(u,) = f(3) soit 4 = 3

3. Initialisation : ug =4 et v, =?5 donc uy = ug.

Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que uy .1 < U,
Alors flu, . 1) < Flugd solt by o S Up .

Donc (u,) est une suite décroissante.

4, La suite {u,} étant décroissante et minorée, elle est

convergente, Sa limite L vérifie L = %(L +%)

D'olil2=9. Lavaleurl =-3 estimpossible car u, = 3,d'oli L =3.
T SoitLatimite de (u,). On choisit un intervalle de centre L,
par exemple 3L — 1; L + 1[. Seul un nombre fini de termes de
{a suite sont en dehors de cet intervalle, donc (u,) est bornée.

14

o UpHVeVZ bV,

T4z 2
(223, -v,) 3
=T e (3 2
Donc {w,,) est une suite géométrique de raison:
= 3 - 42 = 0,086.
b.-1< g <1donc lim w,, 0.
nN—=+=

2.0naw,= (Jf—1)(~2-~—\5) > 0 donc U, < v,
3ty = Uy % w, > 0 donc (u,) est une suite croissante.

Vel =V ——ﬁi- w, < 0donc (v,) est une suite décroissante.

4, Uy = U, S v, V. Grice au théoréme de convergence des
sultes monotones bornées, {t,) et (v,)) convergent ; leurs limites
sont égales car lim (vp—t)= lim w,=0.

+% nN=ree

3 1.0.0,= 1695

€47~ 7036
b.

4

» H:
Ai
AO
0
2. a. Soit fix) = x{2 - x).
Onafi(x)=2(1-x).

fest croissante sur [0 ; 1) et pour toutx € [0; 1], f(x) € [0; 1]

Initialisation : ug = —;— doncQ=uy;=1,

Hérédité : supposons qu'il existe unentier ptelque 0 S up, = 1.

Alors 0= flu) = 1soit0= <1
botg ==l —ugp=0card=su, < 1.
Donc {u,) est une suite croissante.

¢. (u,) étant une suite croissante et majorée, elle est

convergente.
3V =] Uy = 1= 2+ U= (T-u =y

29
b. On en déduit par récurrence que v, = V2" = (%) .

¢ lim v,=0d'ob lim u,=1.
A-p+ A=+
U u
B 1a-L=-2=096
gty

b. %: 0,96 donc (u,) est une suite géométrique d
raEsonno,QG.

€. U, = g X 0,96,

2, uy x0,96” = 0,60 XU, 50it 0,96" < 0,60 so0itn = 13,
It faut au moins 13 lames.

Ed +. {u,,) est une suite géométrigue de raison 0,917 eta po
limite Q.

¢

EEL 1. a.v,z

2, a, Puisque la suite a pour limite 0 et est 3 termes poskifs,
a partir d'un certain rang, tous les termes u, seront dans
l'intervalle }O;luo[.

b. Onrésout 1y x0,9177 = %uo 'n=38.

IEH 1.2.u,=105+20=125,

b, u, est le montant en € versé a Marc le n-iéme jour. Chagque
Jjour, on lui offre 5 % de plus que la veille, donc le (n + 1)-ieme
Jour, Marc se voit offrir 1,05u,, € auxquels s'ajoutent 20 €.

D'oli U, 41 = 1,05u, + 20.

2.2.v; = Uy + 400 = 500.

b. v, .1 = L05v,donc (v,) est une suite géométrique de
raison 1,05.

€.v,=500% 1,057
et U, =V, -400=50021,05"-1-400.
Aoy + Vo oo £ V= 10000 (1,057 1),

3. 50it 5, la sorme gagnée au bout de n jours,

Sp=th+th+ ...+ U, =10000(1,05"- 1) - 400n.
Avec la calculatrice :

n Sp=

21 | 94596

22 10453

Au bout de 22 jours, Marc aura gagné 10000 €.

@ 1. Initialisation ; 1' =let -2—17 =1 donc -1-1; 5—11_—1
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que ;, = —22_,

Multiplions par p; = %. on a alors

1 <.l
+1 (p+1  2p
2. Par addition de ces inégalités, on obtient:

Uy = 1+2 +2l2+ + 2"1_§ .
Soit un@2(1—§‘;) <2
-La suite (u,) est majorée par 2.
 Etle est croissante caru, . - U, = (n_-l_T)T >0

‘ol {u,) converge.

e+ _1 1, 1.
22 270 2m
nadone lim vn=l-

o n—ex 2

D'aprés le calcul de v, i v, > %

',,_'<__%pourn2—4n-2>050itn%S.

24,

Pour n = N, v, < 2
. as - . s-s

- A [nitialisation : ug < ug (%) .

grédité : supposons quil existe un entier p tel que::
<u 3V

w<us(2)

A 3 L3 P-4

multipliant par g-on obtient o= Us(%)

TP P-4
iu,,. doliug, = Us(%) .

itionne les différentes inégalités précédentes.

(o =)=

Dol en multipliant par us : 5, = dus,
3.5,41-5,=U,, 1> 0donc(5,) est croissante. Comme elle est
majorée {par 4us), elle converge.
LEE] 1.Initialisation : 0 < 1,01 < 1,012 donc 0 < uy < u;.
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que:

0<u, <ty
Alors 0 <up? <ty ?soit:0 < Uy, <ly,o
Pou (u,) est une suite croissante.
2. La suite (u,} étant croissante et majorée, elle converge.
Soit L sa limite, L vérifie [2=[ soit L =Q0oul =1.
3. La suite {u,) étant croissante, elle est minorée par son premier
terme 1,01. Si la suite est majorée, elle converge et sa limite
est soit 0 soit 1.
Or cetie limite est supérieure a 1,01, Dol I'absurdité. Donc {u,)
n'est pas majorée. De plus, elle est croissante.
Dol kim up=+®.

fott
8 1. Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium:
01_T5_exercice135.0ds (OpenOffice},
01_TS_exercice135.xls (Excel 2003)
et 01_TS_exercicet35.xlsx (Excel 2007},
1. On peut conjecturer que : {g,} est croissante ; (b,) est
décroissante ; (a,) et {(b,) convergent vers 4,
% |
Ao Ay Py By By o
0

|

oa = % u, donc (u,) est une suite géomeétrique de

raison %et de premier terme uy = 6.
n
bu,=6x(1) .

b,-a,>0donca, < b,

4. a.u,=

b.ap1—a,= ~(b,, ~ag} > 0. Donc {a,) est une suite croissante.

bn+1

S.qp=a,<b,< by

(a,) est une suite croissante et majorée, donc convergente,
(b} est une suite décroissante et minorée, done convergente,
Puisque lim u,=0, les limites de (a,) et (b,) sont égales ; soit

N+

L la limite commune,
6.2 Vg1 =0nu +bn+,=%{2an+bn+an+2b,,),

= —(a,, by} < 0.Donc (b} est une suite décroissante.

D'oli v, , 1 = v, donc (v,,) est une suite constante,

b.v,=vy=8 &700 % =4 le milieu de [A,B,] est doncle
point | d'abscisse 4,

€. a,+ b, =8 d'olt par passage a la limite L + L =8d'ot L =4,
LEE 1. a. 5i (u,) converge , sa limite L vérifie :

L—;L+ 23 soitr=23.

27 18
b. On démontre I'inégalité par récurrence.
c.un“:unr—%(unm%g—) < Q.

Donc {u,) est une suite décroissante.
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La suite (u,) étant décroissante et minorée, elle converge et 53
= limite ast donic %—g— d'aprés1.a; :

%1 7L
b.v, 1'2+T%}7+1_0L3+ +1oz+'
=1'2+;_0(1_1é")
lim V”M'“”é%"}_é'*% 12_3

Tl u,=35%102435x 10"+ ... +35x 10~

1-(10-2)’

= T G, TR S,

=35x107?x =70

. . 35x10-2 _ 35 _ 35

M U= 5707 7001 99

Si on note u, la quantité de substance dans le corps au
bout de 2n heures,onau, 1= % Uy +X.

La suite (u,) est croissante et canverge vers 4x.

3
On doit avoir%x = 800 soit x < 600.

IEH soit (C,) 1a suite des cercles et (R,) la suite des rayons ;
R=R

L'aire du domaine hachuré vaut nR,2- R, , 12 soit (Jr - %)R,,z.
Donc l'aire du domaine hachuré est égale a:

RAYYE i
(" z)R (2) .
D'ol 'aire totale des zones colorées vaut :
AT EP B A Y n
(" 2)” (”2"(2) +"'+(2)
soit (27— 1)92[1 -3y ]
L'aire totale a pour limite {2 - 1)R%.
{EN Etude dep,

Notons p, le périmétre du polygone P,,, Par construction, la

suite (¢,) des longueurs des cdtes est géométrigue de raison 1,

3
=1
Cary = %Cn

Le nombre de c&tés est e terme d'une suite géométrique de
raison 4 et de premier 3, il vaut donc 3 x 47-1,

Dol ¢, = (%)""l.

Pa=3x4"1x (%)n_l :3x(«%)n_].

Onabien lim p,=+o.
neytx
Etude de §,
Notons 5, I'aire du polygone P,

A

5= 13- (aire d'un triangle équilatéral de c6té 1).

Alors S, =5, + 25,15 =5, + 25, +3x-L5,, etc...

9 9 92
42 n-2

S,,=51+%Sl+3x§55l+3x9—351+...+3x;n_lS,

- 3 4,42

_51+§SI(1+§+¥+‘“).

i =5 435 x 18 243,
,,I_',sz"_s‘+95‘x _5_55'_ %
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Limites de fonctions.
Limite finie ou infinie d'une
fonction A Vinfini.

Limite infinie d'une fonction en
un point.

Limite d’une somme, d'un
produit, d'un quotient ou d'une
composée de deux fonctions,

Limites et comparaison,

Asymptote paralléle a I'un des
axes de coordonnées,

« Déterminer la limite d'une
somme, d’un produit, d’un
quotient ou d’une composée
de deux fonctions.

» Déterminer des limites par
mineration, majoration et
encadrement.

« Interpréter graphiquement
les limites obtenves.

Le travail réalisé sur les suites est étendu aux fonctions, sans
formalisation excessive. L'objectif essentiel est de permettre
aux él¢ves de s’approprier le concept de limite, tout en Jeur
donnant les technigues de base pour déterminer des limites
dans les exemples rencontrés en Terminale,

La composée de deux fonctions est rencontrée i cette occasion,
mais sans théorie générale.

Continuité sur un intervalle,
théoréme des valeurs inter-
médiaires

« Exploiter le théoréme des
valeurs intermédiaires dans
le cas o1 la fonction est stric-
tement monotone, pour
résoudre un probléme donné.

On se limite & une approche intuitive de la continuité et on
admet que les fonctions usuelles sont continues par intervalle,
On présente quelgues exemples de fonctions non continues, en
particulier issus de situations concrétes,

Le théorgme des valeurs intermédiaires est admis.

On convient que les fleches obliques d’un tableau de variation
traduisent la continuité et la stricte monotonie de la fonction
sur I'intervalle considéré.

On admet gu’une fonction dérivable sur un intervalle est
continue sur cet intervalle,

Ce cas particulier est étendu au cas ol f est définie sur un
intervalle ouvert ou semi-ouvert, borné ou non, les limites de f
aux bornes de U'intervalle étant supposées connues.

< Des activités algorithmiques sont réalisées dans le cadre de
la recherche de solutions de I'équation f{x) = k.

Notre pointdevye

Les éléves ayant étudié les limites d’une suite numérique dans le chafo‘;tre précédent, nous commengons par définir
les limites en I'infini d'une fonction {introduites dans Pactivité 1). Nous nous appuyons sur une approche intuitive de
cette notion avec I'abservation de I'évolution des valeurs de f{x) par lecture d’une courbe ou d’un tableau de valeurs,
tout en falsant remarquer que cela peut &tre trompeur, et qu'il est donc nécessaire de sappuyer sur des définitions ou
sur P'utilisation de théorémes. Nous définissons ensuite les limites infinies en un point {introduites dans Pactivité 2)
ainsi que les asymptotes parallzles aux axes. Nous avons jugé intéressant de compléter le cours par l'introduction des
asymptotes obliques dans le cadre de 'approfondissement de 'accompagnement personnalisé,

Viennent ensuite les théorémes généraux permettant de déterminer la limite d’une somme, d'un produit, d’un quotient,
d’une composée de deux fonctions (introduite dans 'activité 3} puis les théorémes permettant de déterminer une limite
par comparaison. Les fonctions polyndmes ne sont pas explicitement au programme.
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